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丸みのある管出口のおそい粘性流
(慣性項を考慮、したとき)
?
埜 勲
Viscous Flow in Rounded Pipe Exit 
(When the Inertia Terms were considered) 
lsao ASHINO 
(Received Sep. 30， 1969) 
The author studied theoreticalIy the viscous flow in a rounded pipe exit when 
the inertia terms in Navier-Stokes equations of motion were considered and 
Reynolds number in a straight pipe was smalI comparatively. The results may 
be summarized as follows. 
(1) The stream function could be approximated with the power series of 
Reynolds number. 
(2) The state between a divergent f10w and a convergent f10w is different. 
There is the tendency that a divergent flow concentrates in a center and a 
convergent f10w becomes uniform. 
ゆ，) It is too difficult to decide the position of separation point accurately 
with this analysis. However， the estimation to some extent may be possible. 
1 宮えがき
前報告ωにおいて，大きな丸みをもった管出口の粘
性流れにつき，境界層におけるポールノ、ウゼンωと
同様な方法によって速度分布を多項式で近似し，直交
曲線座標を用いて表わした運動量方程式を等傾線法に
よって解き，はく離点の位置を推定した口しかしなが
ら，その近似法は直管内の流れのレイノルズ数がおよ
そ 100よりも大きくなければ得られた結果の誤差も大
きくなり不正確になる。レイノノレズ数がおよそ 2以下
ではナピヤストークスの運動方程式の慣性項は省略で
き，拡大流・収縮流のいずれの場合にも粘性のため圧
力は降下する一方であって，はく離はおこらなLdh
本報では運動方程式の慣性項が省略できない場合に
ついて， レイノルズ数の比較的小さいところの粘性流
れを理論的に考察した。
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2 基礎方程式
一般直交曲線座標 (α，β，めを用いて基礎式を表
わす。流れは定常，非圧縮性で軸対称流れであるとす
るo
α，β および γの増加する方向の速度成分を U，V 
および ω とする口また， α，β および T方向の線素
を h1dα，hzdβ および hadrとすると，hlo hzおよ
び haはそれぞれ次式で与えられる。
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軸対称流れの子午面内の直交曲線座標を α および
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β とすれば Tは方位角を表わす口 Lたがって， haは
対称軸からの距離を表わすO また，すべての物理量は
Tに無関係となる。それゆえ，連続の方程式は
1£た(hん仰z
となるO ここで流れ関数を導入すれば
fJψ1 fJψ
hau=瓦子万五一 hav=一五了万戸…・…・(3)
また， r方向のか(渦〉度の成分をととすると
1 I fJ ，_， fJ _ ，i 
=両;t瓦 (hω一万(h刈 j
去D勺凶
DZ=EL「」ι(~ 一色\+←ι(-~ 一空=-il 
-h1h2l fJα¥hah1 fJαJ Iθβ¥h2ha fJβJJ 
である。また，か〈渦〉度方程式の T成分より
1θ(ψ，D2ψ)， 2D2ψ fJCψ，hs) 一一一一一-h1h2ha fJ(α，β) -. h1h2ha2 fJ(α，β) 
=νD4ψ ………(5) 
となるo ここに， νは動粕度である O
いま上式を無次元量で表わしてみよう O 流れ関数 ψ
は，流量 Qに比例するから，代表的な速度をU，長さ
をLとすると
ψ=UL21J/ 
と表わされるo また
h1=Lh/， h2=Lhl， ha=Lh{， D2=L-2D'2 
となる D ここに fは無次元量であることを示す。
これらの値を式(5)に代入L，両辺をかujLりで割
れば左辺は (uLjのの項が残る。これはレイノルズ数
であるから，これを Reと表わすと，上式は次式のよ
うになる O ただしはとって示しである。
RJ ---;-上一区ι堅企+2DZψ fJ(ψ，hs?l 
el -h1h2ha θ(α，β)T五瓦辰吉5示日
=D4ψ ………(6) 
いま粘性が大きくて， レイノルズ数があまり大きく
ない場合，すなわち上式の左辺が右辺の項に比べて，
そう大きな量でないとき，流れ関数ψがレイノルズ数
Re の昇ベき級数で与えられると仮定してみよう O す
なわち
ψ=ψ。+ψ1Re+1]I2R♂+・・・・・・ .，・・・・(7)
とする。上式(7)を(6)に代入して整理すると，次式を得
るo
R「-LO(ψo，D21]0L+.2f!弘主ψo ， h~?l 
el -h1h2ha fJ(α，β) T h 1h2hS2 a(α，β)J 
。r 1 ffJ(ψ0， D2ψ1) ， a(1]I1，D21]。)i+Re21 一一一一-;:-，¥← + ~ ';..，"'-/' -~ .""'u/ } ~ l h1h2ha l a(α，β) Iθ(α，β) J 
+232ψ。θ(ψ1， ~~) + ~2ψ1θ(ψo ，hs) i 
h1h2ha2 θ(α，β) -. h1h2h32 a(α，β) J 
r 1 fθ(ψ0， D2ψ2) ， fJ(ψ1，D2ψ1) +Resl 一一一一~{V\.:~' Lo一一+一l -h1h2hal fJ(α，β〉 θ(α，β〉
+~ψ~~ ~:1]Io)1 + ，2I?2~09 2~S1]l2 ，~~) 。(α，β) J. ，-h1 hzhaz fJ(α，β〉
+2D2ψ1 a(ψ1， ~~) +空包 θ(ψ0，hs)i ， 
h1hzhsZ fJ(α，β) I h1h2ha2θ(α，β) J ' 
= D41]0 + R eD41]1 + R eZD4Wz + R eSD4ψ3+・...
・(8)
ここで，上式の左右のレイノルズ数 Reの次数の等し
L 、項をとると
D旬。=0
1θ(ψO. D2ψ。)， 2I)2woθ(ψ。，ha)
D4ψ1= 一一一一 + 一一一一一一一h1hzha θ(α，β) ，-h1hzhs2θ(α，β〉
1 ra(ψO，D2ψ1) ， iJ(ψ1.D2ψ。)1
D4ψ=-~i ト
2-- hlh2hal iJ(α，β) -. iJ(α，β) J 
+ZDzhθ(ψ1，hs) ， 21)2ψ1θ(ψo. hs) 
hlhzhS2θ(α，β) T hlhzhaZ a(α，β〉
・・・・(叫
を得る。式(9)の第 1式は慣性項が省略できるきわめて
おそい粘性流れの場合であり，その解はすでに求めら
れた口
それを用いて，第2式以下の式を順次解くことが可
能であるo
3 境界条件
図1に丸みをもった管入口部を示す。管軸を z軸
に，丸みの終った位置で‘管軸に垂直に f軸を定める。
管壁の丸みの部分をABC，丸みの終ったところから
直管部分の壁面をCD，丸みの曲率半径を b，直管の
半径を aとするo
この丸みのある境界を満足させる直交曲線座標とし
Z 
?
?
~ 
r 
D 
図1 管出口部と座標
て，環面座標を用いよう口直角座標 (x，y， z)と環
面座標〈α，β，r)との聞には次の関係がある口
hsinhβcosr 
x= cosα+coshβ 
hsinhβsinr 
y= cosα+coshβ 
hsinα 
z= cosα+coshβ 
-・・・・ (10)
上式より， α および β をそれぞれ消去し，
r2=が+y2 とおけば，
(r-kcothβ)2+Z2= (kcosechβ)2 1 
}………日I〆+(z+kcotα)2= (kcosecα)2 
となり， β=const.は中心が (kcothβ，0)にある半径
kcosechβの円を， α=const.は中心が (0，-kcotα〉
にある半径 kcosecα の円を表わす。図1の点線が前
者を，実線が後者を示す口いま，kおよび β1を次の
ように選んでおく口
kcoths1=a+b， kcosechs1=b 
このとき円弧壁面ABCは β=βb管軸 zは β=0， 
直管入口部OCは α=0と表わすことができるo aお
よび bが与えられれば上式より
k=av 1 +2e， COShs1= 1 +1/e: -・・・・(12l
となるD ここに e=b/a であるo
流れに対する境界条件は壁面部で，速度成分 U お
よび U がOである O すなわち
β=β u=v= 0 
ト………(13l
β= 0 u=有m~， v= 0 
なお，流れ関数 ψに含まれる定数は次式によって
定める O
β=βψ=0 
以上の境界条件を満足するように，式(9)を解けばよ
し、。
4 流れ関数
式(1)と(10)とより
h1=hz=k/(t+s)， ha=ksinhβ/(t+s) ……(14) 
となる O ここに
t=cosα， s=coshβ 
である O
式(9)の第 1式の解は前報告(8)において厳密な解が求
められているO すなわち
? ?? ?
国 f叫(s)
ψ。=I.;一一一一←-;'0 (t+s)n 
fn(s) =B叫Co(s-sD2 
(s-1)叫(s+n+2sD
B戸(出)(Bn_1一九1JBn_2) n孟2
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Bo= 1， B1= -3/2 
Co= - Q -o一一 2π(S1-1 )2( 1 +2S1) 
-・・・側
であるo 次に式(坊の第2式を無次元化する前の形にも
どすと
1 a(ψo，D句。)， 2D2~o â(~o ， h8) νn4ψ1一一一一一一 +一一一一一一一1 -. -h1h2ha a(α，β) I h1h2ha2θ(α，β〉
... .(17) 
ここで，式仕掛と仰を用いて，上式右辺を書き変えてみ
るo
θ θθθ 一一一=-slna~ 一一一=sinhβ 一二-Oαθt ' θβ 
であるから，ヤコビヤンの行列式を展開し，整理する
と
D地1=(t+ュ;sinα〔詰可争丹子
-2( S2~ 1 一品可)D2~0}
一品可32i雫血+症も}]
上式に式(16l を代入して整理すると
(t+s)-4D4~1 =型竺去三
νRU m=O叫 =0
A(m)C(n)ー B(m)D(n)
(t+s)m+叫 -・・・・・・・・側
を得る口ここに
A(m) = f'悦ー (m-1 )fm， B(m) = mfm 
C(n) =(n-:-4) {(S2-1 )/'n-n(n-1 )fn 
一(2n-3)(S2-1)/'n_l 
+(n-1 )(2n-3)sf叫ー1}
D(n) = {(s2ー l)frrrn一仰ー 1)/'n 
十2n(n-l)sfnl 
(S2 -1) J ~叫l
-{(3n-8)(S2ー l)f"n-l
-(n -1)(2n -3 )sf'時一1
一[(n -1 ) (n2 -9叩 3)
2(n-1) (2n-3)i，. 1 
(S2ー lY Y叫-1J
+ {(n-5 )(2n-5 )f'叫-2
一(n-5)(n-2)(2n-5)sl叫-2)
..(20l 
であるoまたは sについての微分をあらわす。
式仰の右辺は奇関数であるから， ψ1を次のように
仮定しよう oすなわち
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国 gn(S)ψ1 =sina L.: /ι一一 ...・ H ・ "~1)~O (t十S)叫
これを式(19)の左辺に代入して整理すると次式を得る。
(加件山sω〉
f +4s(sρ2一 1)gn'"
-2(n-2)(n-3)(S2-1 )gn" 
+(n-1 )(n-2)(n-3)(n-4)g.叫}
-2(2n-5)((s2-1)2g叫-Jrr
一(n-6 )S(S2 -1 )gn-l' 
一(n-2 )(nー 3)(S2-1 )g叫ーl
+(n-2)(n-3)(n-4)sg叩ー1}
+匂n-5 )(2nー 7)((S2-!)2g叫-2'F
ー(2n-9) s (S2 -1) g，η-z' 
+(n-3)( 1 +(n-5)S2Jg叫-2D .・H ・"(22)
上式閣を式(19)の右辺に等しいとおくと
三 1一一({(S2-1 )2gn""+4S(S2-1 )gn'" 
叫:o(t+s)n
-2(n -2) (n -3) (S2ー 1)gn" 
+(n-1 )(n-2)(n-3)(n-4)gn) 
-2(2n-5) {(S2-1 )2gn_{" 
一(n-6 )S(S2 -1 )g担ー1rr
一切ー 2)(n-3)(S2-l)g'n-l 
+(n-2)(n-3)(n-4)sg叫ーl)
+(2n-5 )(2nー 7){(s2-1)2g叫-zr
，
ー(2n-9)S(S2-1 )g'叫-2
+(n-3)( 1 +(n-5)S2Jg叫-2}J
1 I: I: A(m)C(n) -B(m)D(n) 
=扇面)m=O n=O一一一(t+s)叫+叫
・・・・聞
ここで左右の Ct+s)叫の次数の等しい係数をそれぞ
れ等置する。
n= 0のときを第O次近似とする。 このとき上式よ
り
12 
go""十万五百go'"ー 万にi)go
+24-4foFFfo' 
(S2_ 1)2~0-- kν (s2-1) 
式仰を上式右辺に代入すると
4s 12 
go 十万に百go'"一τs2-1了gO"
+2472C02s(S2-S12) 
(S2 _1)2go =一一面JI (S2-1 ) 
・・・・・・・・・凶
となるo この徴分方程式の一般解は次のようになる。
gO=dO(S2-1 )+d1(S2-1)2 
1， _ '" {s+l¥i + d2i (S2 -1) 10訊ζi)-2sJ 
+小2(S2-1 )10g(去十)ー仙+S} 
一千{孟+(古+当1)S8 
(ーよ+古王)s} .....(25) 
ここに do• dh ぬおよび d8は積分定数であるo境
界条件(13)により
C02 (_ n ， _ 3¥3C02 。=耳目S18+6Sl-IJj， dI=瓦~(3S12_1)
d2 =d8= 0 
となるO それゆえ，式聞は次のようにまとめられる。
("2 
go=ー 五五(S2ー 1)(sー ザ(2s-5s1+3/ω
......~$ 
次に n=1 のときを第1次近似とする。式問より
(S2_ 1 )2gt'1I +4S(S2-1 )gl'" -4(S2-1 )gl" 
= -6{(S2-1 )2go"'+5S(S2-1 )go" 
-2(S2 -1 )go' -6sgo} 
(S2 -1 ) 
一一王子一(3/0γ{'+4/<。γ/+/0'γ'1+3/0'2)
上式に式仰と帥を代入して整理すると
(S2-1 )g{川 +4sg{"-4g{' 
= (9C02/kν) ((6S14+4s18 -6S12+ 6) 
+ (lOS18+20S12+55s1 -15/s1)s 
一(24S1+66)S2 -35(3s1 -1/ SI)S8+80s4J 
...(27) 
上式の特解は次のように定めることができる O
gl=Yl+Y2 
とおき.YlおよびYZがそれぞれ次式を満足するよう
にえらぶ。
(s2-1)Yl川 '+4S1Yl
川 -4Yl"
: (9C02/kν) ((10S18+20S12+55s1一15/s1)s
-35(3s1 -1/S1)S8J ・H ・..側
(S2 -1 )Y2"" +4S1Y2'" -4Y2" 
: (9C02/kν)((6S14+4s18_6s12+ 6) 
一(24s1+66)S2+80s4J ………仰)
式四)を解くために
S= 1 +η 
とおく o s:::coshβ であるから η>0であるo この
とき式白8)は
η(2 +η')Yl"" +4( 1 +η')Yl川 -4Yl"
= (9Co2/kJ，l)[(10S18+20S12_50S1 +20/S1) 
十(lOS18+20S12-260S1 +90/s1)η 
-105(3s1 -1/s1)η2_ 35(3s1 -1/s1)η8J 
.・・・(28')
ここに rは η についての徴分をあらわす。ここで
y{'= L: anTJn(9C02/kll) 
n=O 
-・・・・ (3日
とおいて，式(28つに代入し整理すれば係数 h は次
のように定められるo
ao= 0， al = (5/2) (SI3+2S12ー 5s1+2/S1) 
a2= (5/6) (SI3+2s12_26s1+9/S1)， 
aa= -(5/24) (SI3+2s12+37s1 -12/S1) 
a4= (7/96)SI( 1 +SI)2 
a (n+4〕(n-1〉
時+1=-亙(n干1)て瓦干玄sa叫
?
??
?
、
????
????
、 ， ，
???????
，
、
??
?
??
?
?
???
次に式倒の特解は
y九=(9C02/kν)(bo十九s2+b4s4) ・H ・"(32)
とおいて，代入すれば係数九は次のように定められ
るo
bo=0/6)(4 +12S1+9s12_6S13_9s14) ) 
bz=ー0/3)(13+ 12s1)， b4= 10/3 
・(3)
よって，式問)の一般解は次のようになるo
" 19C02¥( f_. I，sート1¥ 2 _1 
gl"=¥-k: Jle013s1o副」ー)一一一一)-6}¥/人l"'Ul 邑¥s一1J (S2 1) V J 
+仰+山
.・・・・(3品
境界の条件より eo= 0 である口上式を sについて
2回積分すると
19Coz¥( n 
gl =， -k~ JLe〆+ezs+ea
I bn n b~. b. ¥ 
+l-+sz+ー ヱーが+:.: S6 ) ¥2 - ， 12 v ， 30 V / 
+呈 h (s-1 )n+~J 回
目;1(n+ 1 )(n+ 2)J 刷
ここに ehe2および eaは積分定数である O 式(3)に
より速度成分を求めると
Ull=ザ((件S)g1'ー μ
=-FL~[s(t +s) ー (S2-1 ) Jk2ys2-1 
となるo境界の条件により
S=SI gl=gl'=O， s=1: gl=O 
よって積分定数 elo e2および e3は次式を満足せねば
ならなL、。
3els12十e2+(bOsl +b2s13/3十九SI5/5)
+芸lan(slー 1)叫+仰+1)= 0 
elsl8+e2s1 +es+ (bOSlz/2+bllSI4/12+b4S16 /30) 1 
+Eh(SIー 1)叫+2--o J 
n=;1 (n+ 1 )(n+ 2) -v 
el+eZ+ea+ (bo/2+b2/12+b4/30) = 0 
・(3日
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式自国によって，係数 eを定めることができる口
以下同様にして，n孟2 の場合の gnの解を求める
ことができるが，計算はきわめて複雑なものになるo
しかし，丸みの大きいときは第O次と第1次近似解が
分ればよし高次の近似値はその値がきわめて小さく
て無視できるから，あまりその必要はないであろう O
次に式(ωの第3式を無次元化する前の式にもどし，
流れ関数hについて考察してみよう o
1 Iθ(t/lo，D2t/11) ， o(やI，D2t/10)1 
νD4t/12=一五扇rae示)"-+ äê~，訂<-j
+B32hkh，hO232中1 O(中。，ha)一一一一一一一一一←ー +一一一一一一一一一一-hlh2hS2 O(α，β) .-hlh2ha2 O(α，β) 
・・・(3百
上式に式日6)と白Dとを代入して整理すれば
Ct+S)6r '.9 • ，{ D4中2=ヲ~Lー (S2- 1 )tfo"'go-4ん"go'
10/0' go t -5/0'go"+一一一一~\t 601 (S2 -1 )J 
f.， 7 A' {-(S2-1 )/l"'go+3(s2-1 )/l"go' (t +s) l 
+5/1'( (S2 -1 )go"ー 2goJ
r， n "' '" _ " 4sgo i + I1L (S2 -1 )go'" 一 2g什否に~l)J
+ S(S2 -1 )/0'" go 
+(S2-1 )/0ぺ4gt'-8sgo' -5go) 
+/o'(4(s2-1 )gt"-9S(S2-1 )go" 
+7伊ー 1)go'+22叩 J}
町市計 }+.....J 側
上式を解くために
ゃー苧ん(s) ・(3日
2-wO (t+S)叫-2
と置く。前と同様にして，左右のCt+5)のベき指数
の等しいものを等置するD
n= 0のときを第O次近似とすると
… 120ho 
(S2-1 )ho""+4sho'" -24h山研てち
= 一j古十U戸{げ凶fん0什"川go一-4/0ザ仏fん品"g旨百酌0， 一5町仇f
+1O/o'go/(s2 一1)刀….日. ….….い位側団
上式右辺に式q叩日と帥を代入し整理すると
(52 - 1 )ho"" + 45ho'"ー24ho"
+120ho/(S2-1 )=(3Cos/2k2ν2)(S-SI) 
X {-128s4+(23251 -120/S1)S3 
+ (70S12+58)S2ー (95s13+25s12-4S1 
-36/s1)s+ (25514ー 25513-50S12+ 18)} 
・・・・・・・・・低1)
上式の解は前と同様にして次のようになる。
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ho = (3C03/2k2ν2)(eos(s2-1 )+e1s3(s-1) 
+e2{s(s2ー 1)log(s+ 1 )/(s -1) -2S2+4/3} 
+e3 {S8(S2ー 1)log(s+ 1 )/(s-1 )+1.5s4-11s2/3+53/30} 
+ (S2 -1 ) {bo +削+附+~2an(S-1 )n} J -・・・・ (42)
ここに eo，eh e2および e3は積分定数であり，前と同様に e2=e3= 0 となるo また，anおよびんは次式
のように与えられる。
a2=(15s14_27s12+ 4)/6， a3= (90S14ー 243s12-15)/72 
。4=- (5s14+18s12+57)/80， a5= (30s14+27s12ー 209)/1200
。6=ー (180s14+27s12-39)/16800， a7= (450S14 -81s12 -41)/94080 
a 一 (n2+4n+9)an-r1 (n+6)(n+4)(n -1)(n-3)an 
桝 2一 (n+3)(n十 2) - 4(n+1)(n+2)2(n十3)
ただし n~6 
bo= ( -25s16十25s14-32.5s13 -12.5s12+63s1-18/ s1)/72 
b2 = (165s13+25s12 -234s1十60/s1)/48
b4 = 1.5s1 -1/2s1 
また eoおよび e1は境界条件より次のごとく定まるO
= _ ~~o _ bZ:1 +b4:13+~_2J_anf土的1- 1)九回1 ー(S1- 1)~} 
2s1 2' 2 2叫;'2-'.l 3 "'-1 S1 
~_~_ 3b4s1 __1_)1 n[~( <， _1\n-1_ (S1-1)叩l
e1 = 2::3 - ;;1 -ÙV~"1 -2;12 ~2anl n(S1 _1)n-1-'-"1 ~1 1. r J 
-・・・・・・・・側
.....(44) 
以上によって hの第O次近似解が求められた。以下同様な方法で高次の解が求められるが計算はきわめて複
雑なものとなるであろう D
5 速度分布および数値計算例
前章で流れ関数の近似解の一部が求められた。管入口または出口の丸みの曲率半径が大きいときは始めの数項
がわかれば十分である O
式(3)に式仰を用いて式側，自1)および側を代入すれば αおよび β 方向の速度成分 U および U は
U= 日2: ~J{ム二一一一位~1 +SinaJ7~企二一 - r~ ~~~~+11 
同:;olCt+S)叫 Ct+s)n+1J-r<:UUUO! (t+S)叫 (t+s)叫+1J
と与えられるO
+idロー 開会}+.......J 
=一立主主主 r~叫fisinα+1生二II一笠仁生十五と，1}， ~g k2〆s2-1n:;;ol (t +S)n+1~H....T ¥(t+S)抱一 (t+s)叫 (t+s)叩+1JO 
十(n-2)h叫目 i
(t+s)叫-1-一一・ J 
-・・・・ (4日
. ....(46) 
いま，丸みの曲率半径bが直管内半径 aの10倍。=10)のときの数値計算を示そう O 直管内の平均流速を仏
Re=2a点/ν と表わす。式(12)より
k=〆21a，
また，式側より
sl=coshβ1 =1.1 
CO/k2= -0.744u， Co/kν= -1.705Re 
となるo近似解の収束状態を調べるために速度成分を分割して表に示そう。
流れ関数中。による αおよび β 方向の速度成分を Uonおよび U仰 Cn=0，1，2，……)とする口これは式(銅およ
び~(46)の右辺第一項にあたる。 t= し 0.707 および o (これは α=0，π/4および π/2のときにあたる〉にお
ける数値計算結果を表1に示す。その結果，UO叫は第1次までとれば十分であり，また，Vonは Uoη にくらべて
きわめて小さいことがわかるo
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表1 付 Uo/uの計算値
t =1 のとき
s Uoo!U UrH!U UI~，'I.!Ü U'd!U =1]U'dnIU 
1 1.875 0.094 。 1.969 
1.0038 1.814 0.079 0.0001 1.893 
1.0154 1.623 0.045 0.0000 1.668 
1.0349 1.285 -0.003 -0.0002 1.282 
1.0629 0.763 -0.066 -0.0002 0.697 
1.1 O O O O 
t==0.707 のとき
s 向。!U U'dl!ii U02/U UQ!U==1]uo叫川
1 1.336 0.080 O 1.446 
1.0038 1.322 0.072 0.0001 1.394 
1.0154 1.185 0.039 0.0001 1.224 
1.0349 0.941 -0.002 -0.0002 0.939 
1.0629 0.561 -0.027 -0.0002 0.534 
1.1 。 O O 。
t== 0 のとき
s Uoo!U uOl/iJ， u021u ¥ uo!目的見/u
1 0.469 0.047 O 0.516 
1.0038 0.454 0.040 0.0000 0.494 
1.0154 0.412 0.021 -0.0000 0.433 
1.0349 0.332 -0.002 -0.0002 0.330 
1.0629 0.202 -0.017 +0.0002 0.185 
1.1 O O O O 
???
? ? ?
?????
?
?
•• 
????
?
?
? ??
?
??? ?， ，?、 、? ?
，?
?
s voo/u vot!u V02/U vo/U = ~Von/Ü 
1 。 O O O 
1.0038 O -0.0013 0.0000 -0.0013 
1.0154 O -0.0021 0.0000 -0.0021 
1.0349 O -0.0019 0.0001 -0.0018 
1.0629 O -0.0008 0.0001 -0.0007 
1.1 O O O O 
t== 0 のとき
s voo/u VOl/U V02/U vo/U = ~Von/Ü 
1 O o 。 O 
1.0038 O -0.0019 0.0000 -0.0019 
1.0154 。 -0.0029 0.0001 -0.0028 
1.0349 O -0.0027 0.0001 -0.0026 
1.0629 O -0.0011 。‘0001 -0.0010 
1.1 O O O O 
t =1のときは Vo/u== 0 
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次にや1による速度成分間叫および Vln を求めよう。第0次近似解は式舗を用いれば，ただちに求まるo第
1次近似解は次のようになるD すなわち式。1)， (:お)および佃)より
。t=0.17295455， az=ー13.88931820，
a4 = 0.35371880，向=ー0.1414875，
a7= -0.0270703， bO = 1.1545167， 
b 4= 3.3333333， el = 0.70624531， 
eg = 0.36184529 
を得るから，式(缶)より
ag= -6.98789770 
a6 = 0.0606375 
b2 = -8.7333333 
e2=ー 1.02868228
gt = C9C02!kν)[0.0001259ηー0.0040017η2+0.046182η3
-0.128554ポ+0.317272ポ十0.123ポ十・…・・…)
これらを用いて速度成分的叫および U刊を求めた結果を表2に示す。ただし1ftは sinaを含むので， t= 1 
(α= 0)では速度成分 Utnはすべて Oとなるので表には示してない。
次に山による速度成分 U20 を求める口式側および(4~ より
a2= -1.118083 ag =ー 2.461958
a5= -0.110339 a6=ー 0.015310
bO=ー0.12647759 b2=0.97938447 
eO = 0.29721686 el= -2.34562707 
を得る。それゆえ式回)より
a4= -1.076256 
a7 = 0.005525 
b 4= 1.19545454 
表2 Ul!U と Vl!Uの計算値
S 
s 
S 
1 
1.0038 
1.0154 
1.0349 
1.0629 
1.1 
1 
1.0038 
1.0154 
1.0349 
1.0629 
1.1 
1 
1.0038 
1.0154 
1.0349 
1.0629 
1.1 
UlO!U 
0.01009 Re 
0.00842 Re 
0.00488 Re 
-0.00064 Re 
-0.00330 Re 
O 
UI0/U 
0.00490 Re 
0.00410 Re 
0.00210 Re 
-0.00032 Re 
-0.00168 Re 。
t= 1 
VIO!'U 
O 
-0.00078 Re 
-0.00121 Re 
-0.00103 Re 
-0.00040 Re 
O 
t=0.70々 のとき
Ull!U 
0.00173 Re 
0.00134 Re 
0.00044 Re 
-0.00028 Re 
-0.00031 Re 
O 
t= 0 のとき
Ull/'U 
0.00144 Re 
0.00113 Re 
0.00022 Re 
-0.00024 Re 
-0.00026 Re 。
t=0.707 
VI0!'U 
O 
-0.00057 Re 
-0.00088 Re 
-0.00076 Re 
-0.00030 Re 
O 
Ul/Ü=~Uln!Ü 
0.01172 Re 
0.00976 Re 
0.00532 Re 
-0.00092 Re 
-0.00361 Re 。
UtI'U=2JUl叫/U
0.00634 Re 
0.00523 Re 
0.00232 Re 
-0.00056 Re 
-0.00194 Re 。
t= 0 
VI0!'U 
O 
-0.00020 Re 
-0.00031 Re 
-0.00027 Re 
-0.00012 Re 
O 
111 
ho= (3Cos/がν2)[ー 0.00009758η+0.00179671ポー 0.00478225ポー 0.054386が+0.212630η5
-0.101489η6ー 0.140959ηTー 0.00426η8_………〕
となるo この第0次近似解による速度成分的。の結果を表3に示す。 V20は小さいので省略した。
まず，t= 1 すなわち，直管出口または入口では最大流速は管軸 (s=1)のところでおこり，ポアズイユ流
れのとき，u隅 αx/u=2であるo表より，uo/ U = 1.969， U2/ u = O.00506R e2 であるから，Re数が2を越えると，
速度成分の和は2より大きくなるから Re亘2でなければならなし、。もっと高次の項を計算しなければもちろ
んはっきりしたことはし、えないが，上表の収束状況からみてそう大きな間違いはないと思われる。このとき慣性
項を考慮した影響は，慣性項を無視した場合の 1%以下の程度であるから，慣性項が省略できるおそい流れは，
e=10の場合に Re孟2 の場合に成り立つと考えられる。
しかし，tが小さくなって，たとえば，t= 0では上表より，Re=10， s= 1において uo/u=0.516，ut!u= 
0.063， U2/U =0.032と収束しているoSの値によって収束状況が異なるから一概にはいえないが，丸みのある拡
大部では流れがおそくなるから，Re数のかなり高いところまで考慮することが可能であろう。
図2に丸みをもった管出口のt=0 (a=π/2)の位置における速度分布を示したO 慣性項を省略した場合を点
線で，Re=10のときを実線で，Re=15のときを一点鎖線で示した。拡大流れでは Re数の増加と共に，流れは
中央に集中する傾向がはっきり見られるO
表3 U2/Uの計算値
t= 1 t=0.707 t= 0 
s U20/U U20/U U20/U 
1 0.00506 Re2 0.00269 Re2 0.00032 Re2 
1.0038 0.00437 Re2 0.00233 R♂ 0.00028 R♂ 
1.0154 0.00251 Re2 0.00134 Re2 0.00017 Re2 
1.0349 -0.00011 R♂ -0.00005 Re2 -0. 
1.0629 -0.00194 Re2 -0.00105 R♂ -0.00013 Re2 
1.1 。 O O 
Z Z 
g 
一一一品=15
一一一一- R.=10 
-------Re=l 
Re=1O 
-ー ーー ー-Re= 1 
r 、 ? ， ，? ????? 、??? r 
M 
o o.!) 1 
図2 丸みのある管出口の粘性流 (ε=10)
日
o 0.， 1 
図3 丸みのある管入口の粘性流 (e=10) 
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図3に丸みをもった管入口の t=0における速度分布を示した。 αの増加する方向と U の方向は逆で Uは負で
あるから Reも負となり，表中の速度成分を加えるとき，これに注意せねばならなし、。この結果，収縮流れで
はRe数の増加にしたがって，流れは断面にわたって平均化するようになり，拡大流と収縮流では流れの様子が全
く異なったものとなるG
しかし，本解法によって流れの様子を調べるとしても Re数は小さいところでしか用いることはできなし、。
6 管摩擦係数
丸みをもった壁面上の摩擦応力 "0 は前報告でも述べたように，次式で与えられる O
I 1 au I -・・・・性別"0=μ¥Ta五Is=sl 
ま7こ
S=S1: f叫=/n'=g叫=g'n=h叫=h'n=…=0
であるから，式闘を用いると，
μ(t+ sl)Ssinhβ1わr/n" ，gn"sina_ I 正三一 i -・・・・(却)"0= kS :;-:oL(tヲミ7五十三汗而'7J千己ι2'.........J
となる口
ε=10すなわち， Sl = 1.1のときの計算例を示す。
/0" =6.6Co /1"=ー 1.29Co fz'F=ー 0.04Co・H ・H ・-…・
go"= -0.1025CoRe gt"=ー 0.00297CoRe.
hd'==ー0.0167CoRe2...••••••• 
これらの値を上式に代入すれば，次式のように整理される O
((_ _ 1.29 0.04 議長子=ー 0.298(t十1州 6.6一肝同一肝町一 ) 
-ρ{0.01吋鰐+.........}Re
ー {0.0167(t+1.1)2+ .・ H ・ }Re2
+.. 
はく離点の位置は τ。=0 となる位置であるD しか
し，上式は tの無限級数で与えられるから，その位置
を求めることは不可能である。
そこで，t= 0において， "0= 0ならしめる Re数
を逆に推定してみよう oRe2以上の項を省略してみる
と，Rιeと均守1時6を得るO 前報告〈
はく離する位置は t=0.6邸54，Re= 100では t=0.528
なる近似値を得た。それゆえ Re数の減少にともな
って，はく離する位置 tの値は小さくなる。すなわち
拡大部の外側に移行する。 Re数が100以下になれば当
然 tの値は小さくなり，いま推定した Re==.16付近に
おいては，はく離する位置は t=0近傍になると思わ
れるO しかし，正確な値はもっと高次の項を求めなけ
れば知ることはできなL、。しかしながら，高次の項を
求めるためには計算がきわめて複雑になり，ほとんど
不可能に近L、。それゆえ，本解法によって，はく離点
を正しく求めることは困難なことであろう O
実際に，たとえば毛細管粘度計を用いて，管出口の
流れを観察しても， Re=10~50 の聞において，はく
離がおこり， この Re数の範囲の流れを知ることは理
論的にもきわめて困難なことであり，また，管出口の
付加損失を知ることも理論的には困難であるから，実
験によって調べた方がよいと思われる。
7結論
丸みのある管出口の比較的おそい粘性流れを，ナピ
ヤ・ストークスの運動方程式より考察した。その結果
は次のように要約される。
(1) 流れ関数をレイノルズ数の昇ベき級数で与え
た。しかし，高次の項を求めることはきわめて困難で
あるO
(2) e= 10のとき，Re孟2においてはナピヤ・スト
ークスの運動方程式の慣性項は省略してよい。
(3) 拡大流と収縮流とでは流れの様子は明らかに異
なるo拡大流では流れは中央に集中しようとするが，
収縮流では平均化しようとする傾向がみられるo
性) 本解法によって，はく離点を正しく求めること
はできなし、。ある程度の推定は可能であるo
本研究について助言を賜わった東京都立大学岩浪繁
蔵教授に対し，深く感謝の意を表します口
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